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Motivacion |

© Las relaciones entre elementos de conjuntos ocurren en muchos
contextos.
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Motivacion |

© Todos los dias tratamos con relaciones como las que existen entre una
empresa y su nimero de teléfono, un empleado y su salario, una
persona y un familiar, etc.
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Motivacion |

© En matemadticas estudiamos relaciones como las que existen entre un
nlimero entero positivo y otro que divide, un nimero entero y otro
que es congruente con médulo 5, un nldmero real y otro mayor que él,
un ndmero real z y el valor f(z) donde f es una funcién, y asi
sucesivamente.
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Motivacion |

@ Relaciones como la que existe entre un programa y una variable que
utiliza, y la que existe entre un lenguaje de programacién y una
declaracién viélida en este lenguaje, surgen a menudo en las ciencias

de la computacién.
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Motivacion Il

@ Las relaciones entre elementos de dos conjuntos se representan
mediante la estructura denominada relacién binaria, que es sélo un
subconjunto del producto cartesiano de los conjuntos.
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Motivacion Il

@ Las relaciones se pueden utilizar para resolver problemas tales como
determinar qué pares de ciudades estan vinculadas por vuelos de
aerolineas en una red o encontrar un orden viable para las diferentes
fases de un proyecto complicado.
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Motivacion Il

@ Introduciremos una serie de propiedades diferentes que pueden
disfrutar las relaciones binarias.
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Relaciones binarias |

@ La forma mds directa de expresar una relacion entre elementos de dos
conjuntos es utilizar pares ordenados formados por dos elementos
relacionados.
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Relaciones binarias |

@ Por esta razon, los conjuntos de pares ordenados se denominan
relaciones binarias.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Relaciones binarias |

@ En esta seccién presentamos la terminologia basica utilizada para
describir las relaciones binarias.
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Relaciones binarias |

Definicién 1

Sean A y B conjuntos. Una relacion binaria de A a B es un subconjunto
de A x B.
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Relaciones binarias |l

@ En otras palabras, una relacién binaria de A a B es un conjunto R de
pares ordenados, donde el primer elemento de cada par ordenado
proviene de A y el segundo elemento proviene de B.
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Relaciones binarias |l

@ Usamos la notacién aRb para denotar que (a,b) € Ry aRb para
denotar que (a,b) ¢ R. Ademas, cuando (a,b) pertenece a R, se dice
que a esta relacionado con b mediante R.
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Relaciones binarias |l

@ Las relaciones binarias representan relaciones entre los elementos de
dos conjuntos. Introduciremos relaciones n—arias, que expresan
relaciones entre elementos de mds de dos conjuntos, mds adelante en

este capitulo.
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Relaciones binarias |l

@ Omitiremos la palabra “binario” cuando no haya peligro de confusién.
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Ejemplo 1

Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela y B el conjunto de cursos. Sea R
la relacién que consta de aquellos pares (a, b), donde a es un estudiante
matriculado en el curso b.
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Ejemplo 1

Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela y B el conjunto de cursos. Sea R
la relacién que consta de aquellos pares (a, b), donde a es un estudiante
matriculado en el curso b.

@ Por ejemplo, si Jason Goodfriend y Deborah Sherman estan inscritos en
CS518, las parejas (Jason Goodfriend, CS518) y (Deborah Sherman, CS518)
pertenecen a R.
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Ejemplo 1

Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela y B el conjunto de cursos. Sea R
la relacién que consta de aquellos pares (a, b), donde a es un estudiante
matriculado en el curso b.

@ Si Jason Goodfriend también esta inscrito en CS510, entonces la pareja
(Jason Goodfriend, CS510) también estd en R.
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Ejemplo 1

Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela y B el conjunto de cursos. Sea R
la relacién que consta de aquellos pares (a, b), donde a es un estudiante
matriculado en el curso b.

@ Sin embargo, si Deborah Sherman no estd inscrita en CS510, entonces la
pareja (Deborah Sherman, CS510) no estd en R.
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Ejemplo 1

Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela y B el conjunto de cursos. Sea R
la relacién que consta de aquellos pares (a, b), donde a es un estudiante
matriculado en el curso b.

@ Tenga en cuenta que si un estudiante no estd inscrito actualmente en ningtin
curso, no habrd pares en R que tengan a este estudiante como primer
elemento.
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Ejemplo 1

Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela y B el conjunto de cursos. Sea R
la relacién que consta de aquellos pares (a, b), donde a es un estudiante
matriculado en el curso b.

@ Del mismo modo, si un curso no se ofrece actualmente, no habra pares en R
que tengan este curso como segundo elemento.

nez (FCC-BUAP)



Ejemplo 2

Sea A el conjunto de ciudades de EE. UU. Y B el conjunto de los 50
estados de EE. UU. Defina la relacién R especificando que (a, b) pertenece
a R si una ciudad con el nombre a esta en el estado b .

Por ejemplo, (Boulder, Colorado), (Bangor, Maine), (Ann Arbor,
Michigan), (Middletown, Nueva Jersey), (Middletown, Nueva York),
(Cupertino, California) y (Red Bank, Nueva Jersey) estdn en R. O
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Ejemplo 3

Sean A ={0,1,2} y B = {a, b}. Entonces una relacién de A a B es
{(0,a),(0,0),(1,a),(2,0)}.

Esto significa, por ejemplo, que ORa, pero que 1Rb.

Oe
\ R a b
L
0 X
le 1 X
2 X
eh

\

ne

Figura 1: Mostrando los pares ordenados en la relacién R del Ejemplo 3.
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Relaciones sobre un conjunto

Definicidn 2

Una relacién sobre un conjunto A es una relacién de A a A.

En otras palabras, una relacién sobre un conjunto A es un subconjunto de
Ax A
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Sea A el conjunto {1,2,3,4}. ; Qué pares ordenados estan en la relacién
R = {(a,b)|a divide a b}?
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Sea A el conjunto {1,2,3,4}. ; Qué pares ordenados estan en la relacién
R = {(a,b)|a divide a b}?

Solucion: Debido a que (a,b) estd en R siy sélo si a y b son nlimeros
enteros positivos que no excedan 4 tales que a divide a b, vemos que

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4) }.
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Ejemplo 4

Ejemplo 4

Sea A el conjunto {1,2,3,4}. ; Qué pares ordenados estan en la relacién
R = {(a,b)|a divide a b}?

Solucion: Debido a que (a,b) estd en R siy sélo si a y b son nlimeros
enteros positivos que no excedan 4 tales que a divide a b, vemos que

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4) }.

L ]
L]
=
(=)
w
S

bW R =
X

40— o0d

Figura 2: Mostrando los pares ordenados en la relacién R del Ejemplo 4.
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Ejemplo 5

Considere las siguientes relaciones sobre el conjunto de enteros:

Ry ={(a,b)|a < b},

R> ={(a,b)|a > b},

R; ={(a,b)la =b o a=—b},
Ry ={(a,b)|a = b},

Rs ={(a,b)|la = b+ 1},

Rs ={(a,b)|la+b < 3}

i Cudles de estas relaciones contienen cada uno de los pares (1,1), (1,2),(2,1),
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Ejemplo 5 Il

Ry ={(a,b)|a < b},

Ry ={(a,b)|a > b},

Rs ={(a,b)la =bo a= —b},
Ry ={(a,b)|a = b},

Rs ={(a,b)|la =b+ 1},

Rg ={(a,b)|a+b <3}

Solucién: El par (1,1) estd en Ry, R3, Ry y Rg; (1,2) estd en Ry y Rg;
(2,1) estd en Ry, R5 y Rg; (1,—1) estd en R, R3 y Rg; y finalmente,
(2,2) estd en Ry, R3y Ry. O
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cuantas relaciones hay en un conjunto con n elementos?
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cuantas relaciones hay en un conjunto con n elementos?

Solucién:
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cuantas relaciones hay en un conjunto con n elementos?

Solucién:

@ Una relacién sobre un conjunto A es un subconjunto de A x A.
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cuantas relaciones hay en un conjunto con n elementos?

Solucién:
@ Una relacién sobre un conjunto A es un subconjunto de A x A.
e Como A x A tiene n? elementos cuando A tiene n elementos, y un
conjunto con m elementos tiene 2 subconjuntos, hay on’
subconjuntos de A x A.
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cuantas relaciones hay en un conjunto con n elementos?

Solucién:
@ Una relacién sobre un conjunto A es un subconjunto de A x A.

e Como A x A tiene n? elementos cuando A tiene n elementos, y un
. . . 2
conjunto con m elementos tiene 2" subconjuntos, hay 2"
subconjuntos de A x A.

2 . .
@ Por lo tanto, hay 2™ relaciones en un conjunto con n elementos.
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

i Cuantas relaciones hay en un conjunto con n elementos?

Solucién:
@ Una relacién sobre un conjunto A es un subconjunto de A x A.

e Como A x A tiene n? elementos cuando A tiene n elementos, y un
. . . 2
conjunto con m elementos tiene 2" subconjuntos, hay 2"
subconjuntos de A x A.

@ Por lo tanto, hay 2" relaciones en un conjunto con n elementos.
e Por ejemplo, hay 23° = 2% = 512 relaciones sobre el conjunto {a, b, c}.

O
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Propiedad Reflexiva |

@ Hay varias propiedades que se utilizan para clasificar relaciones en un
conjunto.
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Propiedad Reflexiva |

@ Aqui presentaremos las mas importantes.
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Propiedad Reflexiva |

@ En algunas relaciones, un elemento siempre esta relacionado consigo
mismo.
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Propiedad Reflexiva |

@ Por ejemplo, sea R la relacién en el conjunto de todas las personas
que consta de parejas (x,y) donde = y y tienen la misma madre y el
mismo padre. Entonces x Rx para cada persona z.
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Propiedad Reflexiva Il

Definicion 3

Una relacién R sobre un conjunto A se llama reflexiva si (a,a) € R para
cada elemento a € A.




Propiedad Reflexiva Il

Una relacién R sobre un conjunto A se llama reflexiva si (a,a) € R para
cada elemento a € A.

Observacién 1

Usando cuantificadores vemos que la relacién R sobre el conjunto A es
reflexiva si Va((a,a) € R), donde el universo de discurso es el conjunto de
todos los elementos en A.
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Ejemplo 7 |

Ejemplo 7

Considere las siguientes relaciones sobre {1,2,3,4}:
Ry :{(L 1)7 (17 2)7 (27 1)’ (27 2) (37 4)7 (4a 1)7 (47 4)}:
R2 :{(L 1)7 (17 2)7 (2> 1)}7
Ry ={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3), (4, 1), (4,4)},
Ry :{(Qa 1)7 (37 1)7 (37 2)a (47 1)7 (47 2)7 (4a 3)}>
Rs ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3), (3,4), (4,4},
Rg :{(3’4)}'
i Cudles de estas relaciones son reflexivas?
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Solucién:



Ejemplo 7 I

Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4), (4, 1), (4,4)},
Ry ={(1,1),(1,2),(2,1)},
Ry ={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3),(4,1), (4,4)},
Ry ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3)},
Rs ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)},
Re ={(3,4)}.
Solucion:

@ Las relaciones R3 y Rs son reflexivas porque ambas contienen todos
los pares de la forma (a,a), a saber, (1,1),(2,2),(3,3) y (4,4).
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Ejemplo 7 I

Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4), (4, 1), (4,4)},
Ry ={(1,1),(1,2),(2,1)},
Ry ={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3),(4,1), (4,4)},
Ry ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3)},
Rs ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)},
Re ={(3,4)}.
Solucion:

@ Las otras relaciones no son reflexivas porque no contienen todos estos
pares ordenados.
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Ejemplo 7 I

Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4), (4, 1), (4,4)},
Ry ={(1,1),(1,2),(2,1)},
Ry ={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3),(4,1), (4,4)},
Ry ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3)},
Rs ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)},
Re ={(3,4)}.
Solucion:

e En particular, Ry, Ry, R4 y Rg no son reflexivos porque (3,3) no se
encuentra en ninguna de estas relaciones. O

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 5 son reflexivas?
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Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 5 son reflexivas?

Solucién:
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Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 5 son reflexivas?

Solucién:

@ Las relaciones reflexivas del ejemplo 5 son Ry (porque a < a para
todo entero a, R3 y Ry.

FCC-BUAP)



Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 5 son reflexivas?

Solucién:

@ Para cada una de las otras relaciones en este ejemplo, es facil
encontrar un par de la forma (a,a) que no estd en la relacién.
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Ejemplo 9

iEs reflexiva la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos?
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Ejemplo 9

iEs reflexiva la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos?

Solucién:
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Ejemplo 9

iEs reflexiva la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos?

Solucién:

e Como ala siempre que a es un nimero entero positivo, la relacién
“divide” es reflexiva.
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Ejemplo 9

iEs reflexiva la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos?

Solucién:

@ Tenga en cuenta que si reemplazamos el conjunto de enteros positivos
con el conjunto de todos los enteros, la relacién no es reflexiva
porque, por definicién, 0 no divide a 0.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Propiedad Simétrica |

@ En algunas relaciones, un elemento estd relacionado con un segundo
elemento si y sélo si el segundo elemento también esta relacionado
con el primer elemento.
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Propiedad Simétrica |

@ La relacién que consiste en pares (x,y), donde x y y son estudiantes
en su escuela con al menos una clase comtn tiene esta propiedad.
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Propiedad Simétrica |

@ Otras relaciones tienen la propiedad de que si un elemento estd
relacionado con un segundo elemento, este segundo elemento no esta
relacionado con el primero.
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Propiedad Simétrica |

@ La relacién que consta de los pares (x,y), donde x y y son
estudiantes en su escuela, donde z tiene un promedio de calificaciones
mas alto que y tiene esta propiedad.

FCC-BUAP)



Propiedad Simétrica Il

Definicion 4

Una relacién R sobre un conjunto A se llama simétrica si (b,a) € R
siempre que (a,b) € R, para todo a,b € A. Una relacién R sobre un
conjunto A tal que para todo a,b € A, si (a,b) € Ry (b,a) € R, entonces
a = b se llama antisimétrica.

Relaciones |
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Propiedad Simétrica Il

Definicion 4

Una relacién R sobre un conjunto A se llama simétrica si (b,a) € R
siempre que (a,b) € R, para todo a,b € A. Una relacién R sobre un
conjunto A tal que para todo a,b € A, si (a,b) € Ry (b,a) € R, entonces
a = b se llama antisimétrica.

Observacién 2

Usando cuantificadores, vemos que la relacién R sobre el conjunto A es
simétrica si VaVb((a,b) € R — (b,a) € R). De manera similar, la relacién
R sobre el conjunto A es antisimétrica si

Vavb(((a,b) € RA (b,a) € R) = (a =b)).




Propiedad Simétrica 11l

@ En otras palabras, una relacidén es simétrica si y sélo si a esta
relacionada con b siempre implica que b estd relacionada con a.
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Propiedad Simétrica 11l

@ Por ejemplo, la relacién de igualdad es simétrica porque a = b si y
sélo si b= a.
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Propiedad Simétrica 11l

@ Una relacidn es antisimétrica si y sélo si no hay pares de elementos
distintos a y b con a relacionado con by b relacionados con a.
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Propiedad Simétrica 11l

@ Es decir, la dnica forma de tener a relacionado con b y b relacionado
con a es que a y b sean el mismo elemento.
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Propiedad Simétrica 11l

@ Por ejemplo, la relacién menor o igual a es antisimétrica, para ver
esto, tenga en cuenta que a < by b < a implica que a = b.

FCC-BUAP)



Propiedad Simétrica 11l

@ Los términos simétrico y antisimétrico no son opuestos, porque una
relacién puede tener estas dos propiedades o puede carecer de ambas.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Propiedad Simétrica 11l

@ Una relacién no puede ser simétrica y antisimétrica si contiene algin
par de la forma (a,b) en la que a # b.
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:
@ Las relaciones Ry y R3 son simétricas, porque en cada caso (b, a)
pertenece a la relacién siempre que (a,b) lo hace.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ Para Ry, lo tnico que se debe verificar es que tanto (2,1) como (1,2)
estan en la relacién.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

e Para R3, es necesario comprobar que tanto (1,2) como (2,1)
pertenecen a la relacién, y también (1,4) y (4,1) pertenecen a la

relacion.




Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ El lector debe verificar que ninguna de las otras relaciones sean

simétricas.
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

i Cuadles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ Esto se hace encontrando un par (a, b) tal que esté en la relacién pero
(b,a) no lo esté.
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Ejemplo 10 Il

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
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Ejemplo 10 Il

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 10 Il

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ R4, R5y Rg son todas antisimétricas.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 10 Il

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ Para cada una de estas relaciones no hay un par de elementos a y b
con a # b tal que tanto (a,b) como (b,a) pertenezcan a la relacién.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 10 Il

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ El lector debe verificar que ninguna de las otras relaciones sean
antisimétricas.

Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 10 Il

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ Esto se hace encontrando un par (a,b) con a # b tal que (a,b) y
(b,a) estén ambos en la relacién. O

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 11 |

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
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i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:
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Ejemplo 11 |

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

o Las relaciones R3, Ry y Rg son simétricas.

Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 11 |

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ Rj3 es simétrica, porque sia =b o a= —b, entoncesb=a o b = —a.

Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 11 |

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ R, es simétrica porque a = b implica que b = a.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 11 |

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ Rg es simétrica porque a + b < 3 implica que b+ a < 3.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?

Solucién:

@ El lector debe verificar que ninguna de las otras relaciones sea
simétrica.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
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i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 11 1l

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

o Las relaciones Ry, Ry, R4 y R5 son antisimétricas.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)

Relaciones |
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i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ Ry es antisimétrica porque las desigualdades a < by b < a implican
que a = b.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ Ry es antisimétrica porque es imposible que a > by b > a.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 11 1l

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ R, es antisimétrica, porque dos elementos estdn relacionados con
respecto a R4 si y sélo si son iguales.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 11 1l

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

@ Ry es antisimétrica porque es imposible quea=b+1yb=a+ 1.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)

Relaciones |



Ejemplo 11 1l

i Cudles de las relaciones del Ejemplo 5 son simétricas y cudles
antisimétricas?
Solucién:

o El lector debe verificar que ninguna de las otras relaciones sea
antisimétrica.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 12

i Es simétrica la relacion “divide” en el conjunto de enteros positivos? ; Es
antisimétrica?
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i Es simétrica la relacion “divide” en el conjunto de enteros positivos? ; Es
antisimétrica?

Solucién:
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Ejemplo 12

i Es simétrica la relacion “divide” en el conjunto de enteros positivos? ; Es
antisimétrica?

Solucién:

@ Esta relacién no es simétrica porque 1|2, pero 2 /1.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 12

i Es simétrica la relacion “divide” en el conjunto de enteros positivos? ; Es
antisimétrica?

Solucién:

@ Sin embargo, es antisimétrica.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 12

i Es simétrica la relacion “divide” en el conjunto de enteros positivos? ; Es
antisimétrica?

Solucién:

@ Para ver esto, tenga en cuenta que si a y b son niimeros enteros
positivos con alb y bla, entonces a = b.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Propiedad Transitiva |

@ Sea R la relacién que consta de todos los pares (z,y) de estudiantes
de su escuela, donde = ha obtenido mds créditos que y.

@ Suponga que x estd relacionado con y y y estd relacionado con z.
Esto significa que = ha obtenido mas créditos que y y v ha obtenido
mds créditos que z. Podemos concluir que x ha tomado mds créditos
que z, por lo que x estd relacionado con z. Lo que hemos demostrado
es que R tiene la propiedad transitiva, que se define como sigue.

(FCC-BUAP)



Propiedad Transitiva Il

Definicion 5

Una relacidon R sobre un conjunto A se llama transitiva si siempre que
(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces (a,c) € R, para todo a,b,c € A.




Propiedad Transitiva Il

Una relacidon R sobre un conjunto A se llama transitiva si siempre que
(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces (a,c) € R, para todo a,b,c € A.

Observacién 3

Usando cuantificadores vemos que la relacién R sobre un conjunto A es
transitiva si tenemos

VavbVe(((a,b) € RA (b,c) € R) — (a,c) € R).




Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?
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Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?

Solucidn:
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Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?

Solucidn:

@ Ry es transitiva, porque (3,2) y (2,1); (4,2) y (2,1); (4,3) y (3,1);
ademds de (4,3) y (3,2) son los tnicos conjuntos de pares de este
tipo, y (3,1),(4,1) y (4,2) pertenecen a Ry.

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?

Solucidn:

@ El lector debe verificar que R y Rg sean transitivas.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?

Solucidn:

@ Rj no es transitiva porque (3,4) y (4, 1) pertenecen a Ry, pero (3,1)
no.

(FCC-BUAP)



Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?

Solucidn:

@ Ry no es transitiva porque (2,1) y (1,2) pertenecen a Ra, pero (2,2)
no.

(FCC-BUAP)



Ejemplo 13

i Cudles de las relaciones del ejemplo 7 son transitivas?

Solucidn:

@ R3 no es transitiva porque (4,1) y (1,2) pertenecen a R3, pero (4,2)
no. O

José de Jesis Lavall
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Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?
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Ejemplo 14

Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

valle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

@ Ry es transitiva porque a < by b < ¢ implican que a < c.

FCC-BUAP)
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Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

@ Ry es transitiva porque a > by b > c implican que a > c.

FCC-BUAP)



Ejemplo 14

Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

@ [R5 es transitiva porque a = by b = £c implican que a = *c.

FCC-BUAP)



Ejemplo 14

Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

@ R, es claramente transitiva, como debe verificar el lector.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 14

Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

@ Rs no es transitiva porque (2,1) y (1,0) pertenecen a Rj, pero (2,0)
no.




Ejemplo 14

Ejemplo 14

iCudles de las relaciones del ejemplo 5 son transitivas?

Solucidn:

@ Rg no es transitiva porque (2,1) y (1,2) pertenecen a Rg, pero (2,2)
no. O




Ejemplo 15

.Es la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos transitiva?

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 15

.Es la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos transitiva?

Solucién:

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 15

.Es la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos transitiva?

Solucién:

@ Suponga que a divide a by b divide a c.

FCC-BUAP)



Ejemplo 15

.Es la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos transitiva?

Solucién:
@ Suponga que a divide a by b divide a c.

@ Entonces hay enteros positivos k y [ tales que b = ak y ¢ = bl.

José de Jesis Lavall



Ejemplo 15

.Es la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos transitiva?

Solucién:
@ Suponga que a divide a by b divide a c.
@ Entonces hay enteros positivos k y [ tales que b = ak y ¢ = bl.

@ Por lo tanto, ¢ = a(kl), entonces a divide a c.

José de Jesis Lavall



Ejemplo 15

.Es la relacién “divide” en el conjunto de enteros positivos transitiva?

Solucién:
@ Suponga que a divide a by b divide a c.
@ Entonces hay enteros positivos k y [ tales que b = ak y ¢ = bl.
@ Por lo tanto, ¢ = a(kl), entonces a divide a c.

@ De ello se deduce que esta relacién es transitiva.

José de Jesis Lavall




Combinando Relaciones

Debido a que las relaciones de A a B son subconjuntos de A x B, dos
relaciones de A a B se pueden combinar de cualquier manera que se
puedan combinar dos conjuntos.

FCC-BUAP)



Ejemplo 16

Ejemplo 16

Sean A ={1,2,3} y B =1{1,2,3,4}. Las relaciones
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)} y Ra = {(1,1),(1,2),(1,3), (1,4)} se pueden

combinar para obtener

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 16

Sean A ={1,2,3} y B =1{1,2,3,4}. Las relaciones
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)} y Ra = {(1,1),(1,2),(1,3), (1,4)} se pueden

combinar para obtener

RiU Ry ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3)},

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 16

Ejemplo 16

Sean A ={1,2,3} y B =1{1,2,3,4}. Las relaciones
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)} y Ra = {(1,1),(1,2),(1,3), (1,4)} se pueden

combinar para obtener
R; URy ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3)},
RiNRy ={(1,1)},

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 16

Ejemplo 16

Sean A ={1,2,3} y B =1{1,2,3,4}. Las relaciones
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)} y Ra = {(1,1),(1,2),(1,3), (1,4)} se pueden

combinar para obtener
R1UR; ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3)},
Rl N RQ :{(17 1)}7
Ry — Ry ={(2,2),(3,3)},

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 16

Ejemplo 16

Sean A ={1,2,3} y B =1{1,2,3,4}. Las relaciones
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)} y Ra = {(1,1),(1,2),(1,3), (1,4)} se pueden

combinar para obtener

Ry U Ry ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3)},
RiN Ry —{(1,1)},

R — Ry ={(2,2),(3,3)},

Ry — R ={(1,2),(1,3),(1,4)}.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 17

@ Sean A y B el conjunto de todos los estudiantes y el conjunto de
todos los cursos de una escuela, respectivamente.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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Ejemplo 17

@ Sean A y B el conjunto de todos los estudiantes y el conjunto de
todos los cursos de una escuela, respectivamente.

@ Suponga que R; consta de todos los pares ordenados (a,b), donde a
es un estudiante que ha tomado el curso b,

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 17 |

Ejemplo 17

@ Sean A y B el conjunto de todos los estudiantes y el conjunto de
todos los cursos de una escuela, respectivamente.

@ Suponga que R; consta de todos los pares ordenados (a,b), donde a
es un estudiante que ha tomado el curso b,

@ y Ry consta de todos los pares ordenados (a,b), donde a es un
estudiante que requiere el curso b para graduarse.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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Ejemplo 17

@ Sean A y B el conjunto de todos los estudiantes y el conjunto de
todos los cursos de una escuela, respectivamente.

@ Suponga que R; consta de todos los pares ordenados (a,b), donde a
es un estudiante que ha tomado el curso b,

@ y Ry consta de todos los pares ordenados (a,b), donde a es un
estudiante que requiere el curso b para graduarse.

@ ;Cuadles son las relaciones R1 U Ry, R1 N Ry, R1 & Re, R1 — Ra y
Ry — Ry?

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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Solucién:
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Ejemplo 17 1l

Solucién:

@ La relacién R; U Ry consta de todos los pares ordenados (a, b), donde
a es un estudiante que ha tomado el curso b o necesita el curso b para
graduarse.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 17 1l

Solucién:

@ RN Ry es el conjunto de todos los pares ordenados (a, b), donde a
es un estudiante que ha tomado el curso b y necesita este curso para
graduarse.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 17 1l

Solucién:

@ R; @ Ry consta de todos los pares ordenados (a,b), donde el
estudiante a ha tomado el curso b pero no lo necesita para graduarse
o necesita el curso b para graduarse pero no lo ha tomado.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 17 1l

Solucién:

@ Ry — Ry es el conjunto de pares ordenados (a,b), donde a ha tomado
el curso b pero no lo necesita para graduarse; es decir, b es un curso
electivo que ha tomado a.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 17 1l

Solucién:

@ Ry — R; es el conjunto de todos los pares ordenados (a, b), donde b es
un curso que a necesita para graduarse pero que no lo ha tomado. O

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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Ejemplo 18

Sea R; la relacién menor que en el conjunto de ndmeros reales y sea R» la
relacién mayor que en el conjunto de niimeros reales, es decir,

Ry = {(z,y)|lr <y} y Ra = {(z,y)|z > y}. iCudles son Ry U Ry,
RiNRy, Ri — Re, Ro — R1 y R ® Ro?

z (FCC-BUAP)
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Ejemplo 18

Sea R; la relacién menor que en el conjunto de ndmeros reales y sea R» la
relacién mayor que en el conjunto de niimeros reales, es decir,

Ry = {(z,y)|lr <y} y Ra = {(z,y)|z > y}. iCudles son Ry U Ry,
RiNRy, Ri — Re, Ro — R1 y R ® Ro?

Solucién:

José de Jesis Lavall
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Ejemplo 18

Sea R; la relacién menor que en el conjunto de ndmeros reales y sea R» la
relacién mayor que en el conjunto de niimeros reales, es decir,

Ry = {(z,y)|lr <y} y Ra = {(z,y)|z > y}. iCudles son Ry U Ry,
RiNRy, Ri — Re, Ro — R1 y R ® Ro?

Solucién:
@ Observamos que (x,y) € Ry U Ry siy sélosi (z,y) € Ry o
(:Ev y) € RQ-
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Ejemplo 18

Sea R; la relacién menor que en el conjunto de ndmeros reales y sea R» la
relacién mayor que en el conjunto de niimeros reales, es decir,

Ry = {(z,y)|lr <y} y Ra = {(z,y)|z > y}. iCudles son Ry U Ry,
RiNRy, Ri — Re, Ro — R1 y R ® Ro?

Solucién:

@ Observamos que (x,y) € Ry U Ry siy sélosi (z,y) € Ry o
(:Evy) € RQ-
@ Por lo tanto, (z,y) € RiURy siysélosiz <yox>y.
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Ejemplo 18

Sea R; la relacién menor que en el conjunto de ndmeros reales y sea R» la
relacién mayor que en el conjunto de niimeros reales, es decir,

Ry = {(z,y)|lr <y} y Ra = {(z,y)|z > y}. iCudles son Ry U Ry,
RiNRy, Ri — Re, Ro — R1 y R ® Ro?

Solucién:
@ Observamos que (x,y) € Ry U Ry siy sélosi (z,y) € Ry o
(z,y) € Ro.
@ Por lo tanto, (z,y) € RiURy siysélosiz <yox>y.

@ Debido a que la condicién x < y o > y es la misma que la
condicién x # y, se sigue que Ry U Ry = {(z,y)|x # y}.
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Ejemplo 18

Sea R; la relacién menor que en el conjunto de ndmeros reales y sea R» la
relacién mayor que en el conjunto de niimeros reales, es decir,

Ry = {(z,y)|lr <y} y Ra = {(z,y)|z > y}. iCudles son Ry U Ry,
RiNRy, Ri — Re, Ro — R1 y R ® Ro?

Solucién:

@ Observamos que (x,y) € Ry U Ry siy sélosi (z,y) € Ry o
(z,y) € Ro.

@ Por lo tanto, (z,y) € RiURy siysélosiz <yox>y.

@ Debido a que la condicién x < y o > y es la misma que la
condicién x # y, se sigue que Ry U Ry = {(z,y)|x # y}.

@ En otras palabras, la unién de la relacién menor que y la relacién
mayor que es la relacién no iguales.

inez (FCC-BUAP)



Ejemplo 18 Il

@ Observe que es imposible que un par (z,y) pertenezca tanto a R;
como a Ry porque es imposible que x <y y x > y.

FCC-BUAP)



Ejemplo 18 Il

@ De ello se deduce que Ry N Ry = 0.

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 18 Il

(-] Rl_RQZR]_.

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |
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e Ry — R1 = Rs.

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones |



Ejemplo 18 Il

@ RI® Ry =R URy — Ry N Ry ={(z,y)|x # y}. O

lle Martinez (FCC-BUAP)



Composicion de Relaciones

Definicién 6

Sea R una relacién de un conjunto A en un conjunto B y S una relacién
de B en un conjunto C. La composicién de Ry S es la relacién que
consta de pares ordenados (a,c), donde a € A, ¢ € C, y para el cual existe
un elemento b € B tal que (a,b) € Ry (b,c) € S. Denotamos la
composicién de Ry S por S o R.

José de Jesis Laval nez -BU Relaciones |
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Ejemplo 19

i Cudl es la composicién de las relaciones R y S?, donde R es la relacidn
de {1,2,3} a {1,2,3,4} y S es la relacién de {1,2,3,4} a {0,1,2} con:

R :{(17 1)7 (1’4)7 (273)7 (37 1)’ (374)}
S :{(17 0)’ (27 0)7 (37 1)7 (3’ 2)7 (47 1)}

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 19

i Cudl es la composicién de las relaciones R y S?, donde R es la relacidn
de {1,2,3} a {1,2,3,4} y S es la relacién de {1,2,3,4} a {0,1,2} con:

R :{(17 1)7 (1’4)7 (273)7 (37 1)’ (374)}
S :{(17 0)’ (27 0)7 (37 1)7 (3’ 2)7 (47 1)}

Solucién:

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 19

i Cudl es la composicién de las relaciones R y S?, donde R es la relacidn
de {1,2,3} a {1,2,3,4} y S es la relacién de {1,2,3,4} a {0,1,2} con:

R :{(17 1)7 (1’4)7 (273)7 (37 1)’ (374)}
S :{(17 0)’ (27 0)7 (37 1)7 (3’ 2)7 (47 1)}

Solucién:
@ S o R se construye utilizando todos los pares ordenados en R y los
pares ordenados en S, donde el segundo elemento del par ordenado en
R concuerda con el primer elemento del par ordenado en S.

rtinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 19

i Cudl es la composicién de las relaciones R y S?, donde R es la relacidn
de {1,2,3} a {1,2,3,4} y S es la relacién de {1,2,3,4} a {0,1,2} con:

R :{(17 1)7 (1’4)7 (273)7 (37 1)’ (374)}
S :{(17 0)’ (27 0)7 (37 1)7 (3’ 2)7 (47 1)}

Solucién:

@ Por ejemplo, los pares ordenados (2,3) en Ry (3,1) en S producen el
par ordenado (2,1) en So R.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 19

i Cudl es la composicién de las relaciones R y S?, donde R es la relacidn
de {1,2,3} a {1,2,3,4} y S es la relacién de {1,2,3,4} a {0,1,2} con:

R :{(17 1)7 (1’4)7 (273)7 (37 1)’ (374)}
S :{(17 0)’ (27 0)7 (37 1)7 (3’ 2)7 (47 1)}

Solucién:

@ Calculando todos los pares ordenados en la composicién, encontramos

SoR={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1)}.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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I1-4-1 (1,1
2=3-1 (21
2=3-2 (2,2
3=-1-=0 (3,0
3=-4-1 (3,1

707
s
1
1 >0 15150 (1,0
3
4
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Ejemplo 19 Il

I1-4-1 (1,1
2=3-1 (21
2=3-2 (2,2
3=-1-=0 (3,0
3=-4-1 (3,1

707
5
1
1 >0 15150 (10)
3
4

Figura 3: Construccién de S o R para el Ejemplo 19.

SoR=1{(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1)}.

rtinez (FCC-BUAP)



Potencias de una Relacion

Definiciéon 7
Sea R una relacién sobre el conjunto A. Las potencias R",n=1,2,3,...,
se definen recursivamente por

R'=R y R = R"oR.

La definicién muestra que R? = Ro R, R®* = R20 R=(RoR)o R, y asi
sucesivamente.
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Ejemplo 20

Ejemplo 20

Sea R =1{(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)}. Encuentre las potencias
R"'n=23,4,....

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 20

Ejemplo 20

Sea R =1{(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)}. Encuentre las potencias
R"'n=23,4,....

Solucién:

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 20

Ejemplo 20

Sea R =1{(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)}. Encuentre las potencias
R"'n=23,4,....

Solucion:
e Como R? = Ro R, encontramos que

R?=1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,2)}.

inez (FCC-BUAP)



Ejemplo 20

Ejemplo 20

Sea R =1{(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)}. Encuentre las potencias
R"'n=23,4,....

Solucion:
e Como R? = Ro R, encontramos que

R?=1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,2)}.
e Ademss, debido a que R® = R?0 R,
R} =1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,1)}.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 20

Ejemplo 20

Sea R =1{(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)}. Encuentre las potencias
R"'n=23,4,....

Solucion:
e Como R? = Ro R, encontramos que

R? = {(1,1),(2,1),(3,1), (4,2)}.
e Ademss, debido a que R® = R?0 R,
R ={(1,1),(2,1),(3,1), (4, 1)}.
@ Un célculo adicional muestra que R* es lo mismo que R?, por lo que

R*={(1,1),(2,1),(3,1), (4,1)}.

inez (FCC-BUAP)



Ejemplo 20

Ejemplo 20

Sea R =1{(1,1),(2,1),(3,2),(4,3)}. Encuentre las potencias
R"'n=23,4,....

Solucion:
e Como R? = Ro R, encontramos que

R? = {(1,1),(2,1),(3,1), (4,2)}.
e Ademss, debido a que R® = R?0 R,
R ={(1,1),(2,1),(3,1), (4, 1)}.
@ Un célculo adicional muestra que R* es lo mismo que R?, por lo que

R*={(1,1),(2,1),(3,1), (4,1)}.

@ También se deduce que R"® = R3 paran =4,5,6,7,... . O

inez (FCC-BUAP)



Ejercicios |

© Para cada una de estas relaciones sobre el conjunto {1,2, 3,4}, decida
si es reflexiva, si es simétrica, si es antisimétrica y si es transitiva.

{(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3), (3, 4)}.

4,4)}.
2,4),(3,1),(3,4)}.

900000

—
LW W W~
s
—~

Ry = {(172)7 (273)7 (374)} Yy
Ry = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)}
relaciones de {1,2,3} a {1,2,3,4}. Encontrar

@ R UR,. ®@ R, — Rs.
@ RiNR,. Q@ Ry — Ry.

inez (FCC-BUAP)



Ejercicios |l

© Sean R la relacién {(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,1)} ysea S la
relacién {(2,1),(3,1),(3,2),(4,2)}. Encuentre S o R.

© Sea R la relacién del conjunto {1,2,3,4,5} que contiene los pares
ordenados (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 4), (3, 5),
(4, 2), (4,5), (5, 1), (5,2) y (5, 4). Encontrar

o R’ o R>. o RL o R°.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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